CLP(X)

Na Programacédo em Logica, a operacao fundamental que se executa
na “passagem de parametros” € a unificacao de termos de Herbrand.

Com efeito, dado um golo g, uma clausula h:- b1, ..., bk pode ser usada
para o resolver se existir uma substituicdo o (na pratica a substituicao
mais geral, mgu) tal que

he = go
sendo naturalmente inseridos no resolvente os termos blo, ..., bko.

Desta forma, a resolucao das perguntas (queries) implica a imposicao
de um conjunto de restricoes de igualdade de termos de Herbrand. A
guestao tem resposta sse for possivel satisfazer estas restricoes.

A ideia base da Programacdo em Logica com Restricoes € permitir a
utilizacdo de restricoes de outros dominios. O esquema CLP(X) é a
adaptacao de programacao em logica para o dominio X.



CLP(X)

Naturalmente, para que essa extensao se possa fazer € necessario
dispor de procedimentos de unificacao, i.e. que determinam
Inequivocamente se dois termos podem ser unificados.

Isso distingue os esquemas com resolvedores completos (como PL) e
incompletos.

Nos resolvedores completos, a cada restricdo uma memoria de
restricoes (constraint store) vai sendo adaptada sse for possivel
satisfazer as restricOes. Esse € o0 caso da unificacdo de termos de
Herbrand.

Nos resolvedores incompletos, a memaoria de restricdes vai guardando
as restricOes de uma qualguer forma adequada, mesmo gque se venha a
provar impossivel satisfazer as restricoes.



CLP(X)

Como exemplo de resolvedores incompletos temos CLP(FD). Com
efeito, dadas as restricoes

[A,B,C]in0..1,A#B,A=C,B=C

O sistema néo detecta a impossibilidade de satisfazer estas restricoes
em dominios finitos (2 valores para 3 variaveis diferentes).

Como resolvedores completos temos CLP(Q) e CLP(B), sendo
* B o dominio de restricOes Booleanas
* Q o dominio de expressodes lineares com coeficientes racionais.

Vamos centrar a nossa atencao em CLP(Q) que permite verificar que,
por exemplo

e« X+tY=5 e X-Y=1 temsolucdo tnicaX=3eY =2.

« X>=Y, Y>Z e X<Z néo tem solucao!



CLP(Q)

No primeiro caso, um resolvedor de restricoes vai mantendo as
restricoes na forma

X+Y=5 X/5-Y}
X-Y=1 (5-Y)-Y = 1 Y12, X3}

No segundo caso temos

- X>=V, IX/Y +S1,S1>0}
- Y>7Z {Z1Y-S2,S2>0}
- X<Z Y+S1l<Y-S2

S1+S2<0,S1>0, S2>0, impossivel !

Naturalmente, existem casos mais complicados, que requerem um
tratamento geral de restricdes lineares.



Formalizacdo

Os problemas de satisfacao de restricOes lineares sobre variaveis (de
decisao) X; reais (ou racionais, se todos os parametros a; sS40 numeros
racionais) tém a forma

a, X;+a, X, + ... +a_X p, b
a,, X;,+a, X, + ... +a, X p, b,
a, X, +a,X, + ... +a_ X p b,

em que p, p, Sao relagBes do conjunto {¢, =, 2, <, >, # }

Se se pretender a otimizacdo das variaveis de deciséo, inclui-se a
otimizacao de uma funcao (linear) objectivo F

Opt F=c, X, + c,X, + ... + c_X_

em que Opt pode ser um de {Max, Min, Sup, Inf}.



Interpretagdo Geométrica

Dado um espaco com n dimensoes, a restricao
a, X, +a, X, + ... +a,_ X =b,

in n 1

define uma regidao admissivel, correspondente aos pontos de um
hiper-plano desse espaco.

Como casos particulares temos

 um espaco tridimensional (n=3), em que o hiper-plano corresponde
ao plano usual, e

« um espaco bidimensional (ou vulgar plano, n=2) em que o hiper-
plano se reduz a uma reta.

A restricao # define uma regido admissivel que corresponde a todos 0s
pontos do espaco n-dimensional, excepto os pontos do hiper-plano



Interpretagdo Geométrica

As restricoes < e = definem regides admissiveis do tipo semi-hiper-
espaco limitado pelo correspondente hiper-plano, incluido na regiao
admissivel.

Com n=3 temos um semi-espaco e com n=2 um semi-plano.

As restricoes < e > definem regides admissiveis semelhantes, mas
excluindo a fronteira.

O conjunto de restricoes define, num espaco a n dimensdes, um hiper-
poliedro (poliedro com n=3 e poligono com n=2) correspondente a
interseccao das m regides admissiveis (m+n com nao negatividade).

Algumas faces do hiper-poliedro pertencem (<, 2) a regido admissivel e
outras nédo (<, >). Devem ainda ser considerados hiper-planos de
exclusao (#).



Interpretagdo Geométrica

« Com exclusao das restricoes #, a regiao admissivel € convexa.
 Em problemas de otimizacao a funcao

C = c, X;+c, X, + ... +c, X

n n

define uma familia de hiper-planos paralelos (1 para cada valor de C).

« O supremo e o infimo dessa funcao na regiao admissivel corresponde
a um (hiper-)vértice do hiper-poliedro, o “ultimo” ponto em que um
hiper-plano da funcéao objectivo “toca” a regido admissivel quando se
desloca para valores crescentes (Sup) ou decrescentes (Inf) de C.



Exemplo (2 dimensdes)

max X1 + X2

Suj. 2X1+X2¢ 8
X1+X22> 3
X1-X2>-5




Complexidade Potencial

» Apesar de 0 espaco de pesquisa ser infinito, o problema de satisfacao
reduz-se a verificacdo de que as restricoes definem um hiper-poliedro
nao vazio.

» Assim, pelo menos um dos vertices definidos pelos hiper-planos de
fronteira das restricbes (excepto restricoes #) deve pertencer a regiao
admissivel.

« Como n restricbes de igualdade (independentes) num espaco n-
dimensional definem univocamente um ponto (solucéo de um sistema
de n equacOes a n incognitas), no pior caso, ter-se-a de verificar a

pertenca a regiao admissivel de CZZ pontos.

« Na pratica, o numero de vértices a testar € muito inferior.

* No pior caso, a complexidade do problema de satisfacdo é idéntica a
um problema de otimizacéo.
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Formas Resolvidas

Ha pois que determinar uma forma expedita de representar 0s
vértices, e pesquisem eficientemente se pertencem a regiao
admissivel.
Em particular, estaremos interessados em algoritmos que
« Associem veértices a uma Forma Resolvida,
 Implementem a pesquisa atraves de um conjunto de
manipulacdes algébricas.

A associacdo devera ser possivel se e apenas se 0 conjunto de
restricoes inicial for satisfazivel.

Podemos abordar estas formas resolvidas para sistemas de restricoes
com riqueza de expressao crescente.
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Restricoes Ndo-Estritas / Varidveis Ndo-negativas

* As restricOes de desigualdade podem ser substituidas por restricoes

de igualdade através da adicdo de variaveis de desvio (slacks),
igualmente nao negativas

a,, X;+...+a,_ X Xb. 2> a, X +...+a

a

in xn + Si= b,

1

2,2 X +t...+a,_X 2b, P> a, X +...+a,_ X - S.=Db

in n i

» A existéncia de uma forma resolvida para estes sistemas de restricoes
é justificada pelo seguinte

Lema 1. Todo o sistema de m equacbes a m+n incognitas nao

negativas, é satisfazivel sse admitir uma solugcao em que n variaveis
sao nulas.
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Forma Resolvida SFO

Definicao: Dado um sistema de equacdOes de m equacbes a m+n
incognitas (n&o negativas)

(S1) a; ; X;,+...+a X = b. (1: 1..m)

i,m+n m+n i

a sua forma resolvida SFO tem a forma

X +...+4 c

m+1l " °

(SFO) X, = d;, + c

i, m+1 i, m+n xm+n

sendo d. 2 0 i: 1..m

As variaveis no lado esquerdo séo as variaveis basicas, sendo as outras
as nao basicas (as variaveis basicas podem ser quaisquer e nao as

primeiras m variaveis como sao apresentadas para simplificar a
notacao).

O lema anterior permite justificar o seguinte teorema.

Teorema: Um sistema de equacdes de m equacbes a m+n variaveis
nao-negativas e satisfazivel sse se puder reescrever na forma SFO.
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Interpretagdo Geométrica

Exemplo:

Dadas R3: 2X1 + X2 <8 ; R4: X1 + X2 =23 ; R5: X1 - X2 = -5, a regiao
admissivel € constituida pela intersecao das sub-regides definidas por
cada uma das restricoes.

! X2
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Interpretagdo Geométrica

Na realidade, pretendendo-se a nao-negatividade de X1 e X2, deverao
ser consideradas mais 2 restricoes

R1: X120 e R2:X2=20

A regidao admissivel €& constituida pela intersecdao das sub-regides
definidas pelas 5 restricoes {R1, R2, R3, R4, R5}.

X1-X2=-5
\
X1=0 2X1+X2=8
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Interpretagdo Geométrica

Cada uma das retas correspondentes a uma restricdo pode ser
identificada pelo anulamento da correspondente variavel de desvio.

A
X1-X22>-5

X1-X2-X5=-5 | X1-X2=-5

2X1+X2¢8

X5 = N 2 X1 " XZ * X3 - 8
\ g B
x1 = ok 2 X1+X2=8
N X3=0
X4 =0
X1+X2=3

X1+X22>3
X1+X2-X4=3
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Interpretagdo Geométrica

A intersecao de quaisquer duas retas, define um potencial vértice da
regido admissivel, e é obtida pelo anulamento de 2 (das 5 variaveis).

17



Interpretagdo Geométrica

Neste caso temos um sistema de 3 igualdades a 5 variaveis (2 variaveis
de decisao, X, e X,, e 3 variaveis de desvio (X5, X, e Xs).

2X1+X2¢ 8 2X1+X2+X3=8
Xl+X22> 3 — Xl1+X2-X4=3
X1-X22:>-5 X1-X2-X5=-5
X1l,X22:>0

Existem naturalmente 10 combinacdes de variaveis 2 a 2. O anulamento
de quaisquer 2 variaveis, corresponde a um vertice potencial da regiao
admissivel.

Esse anulamento corresponde igualmente a uma escolha de variaveis
nao basicas, e a uma potencial forma SFO do sistema inicial.

Apenas as formas SFO potenciais em que os coeficientes livres sao nao
negativos correspondem a formas SFO reais (e reais vértices da regiao
admissivel).
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Interpretagdo Geométrica

X2= 8-2X1 - X3
X4=5- Xl -X3
X5 = -3 + 3 X1 + X3

X2=5+ X1-X5
X3 = 3-3X1+X5_
X4=2+2X1-X5

x1 =

1- x3/3+

x2=6- x3/3 -
x4 =4 -

2 x3/3

x5/3
2 x5/3
- X5/3

X1=-1+ X4/2 + X5/2
X2=4+ X4/2-X5/2
X3=6-3X4/2-X5/2

X3=8-2X1-X2
X4=-3+ Xl+X2
Xb=5+ Xl1-X2

2X1+X2¢« 8
Xl+X22> 3
X1-X2>-5
X1l,X220

i

2X1+X2+X3=8
Xl+X2-X4:= 3
X1-X2-X5=-H

X2=0

X1-3- X2+
X3=2+ X2- 2)(4
Xb=2-2X2+ X4

Xl= 5 - X3- X4
X2=-2 + X3+2X4
Xb=12-2 X3 -3 X4
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Interpretagdo Geométrica

A existéncia de solucdes para o conjunto de restricoes equivale a que a
regiao admissivel seja nao vazia. Um problema em que nenhum vértice
seja admissivel € um problema sem solucéo.

Por exemplo, se nas restricoes anteriores se trocarem o sinal das
restricoes R3 e R4, o novo sistema

R3’: 2X1 + X2 2 8 R3’: 2X1 + X2 -X3 = 8
R4’: X1 + X2 £ 3 ou R4’ : X1 + X2 +X4 = 3

R5: X1 - X2 2 -5 R5: X1 - X2 -X5 = -5

corresponde a um problema que € impossivel e ndao tem qualquer
solucéo.
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Interpretagdo Geométrica

X2= 8-2X1 +X3 P
X4=-5+ X1 -X3| ~&
X5 = -3 +3X1-X3

x1 =
X2 =

x4 = -4 - 2x3/3+ xb5/3

1+ x3/3+ x5/3

6+ x3/3 -

2 x5/3

X2=5+ X1-X5
X3=-3+3X1-X5] X5=0

X4:-2-2X1+X57

Xl=-1- X4/2 + X5/2 | [ N
X2=4- X4/2-X5/2 N
X3=-6-3X4/2 +X5/2

X3=-8+2Xl+X2

/xz

2X1+X228
Xl+X2¢3
X1-X2>-5
X1l,X220

i

2X1+X2-X3=8
X1+X2+X4:=3
X1-X2-X5=-H

X4= 3- Xxt-x2||X1= 3- Xe-

Xb= 2-2X2-

X4

B B Xl.x2||X3=-2- x2-2x4

X4

Xl= 5+ X3+ X4
X2=-2 - X3-2 X4
X5=12+2 X3 +3 X4
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Passagem para a Forma Resolvida SFO

Para avaliar a satisfazibilidade de um problema basta pois verificar que
pelo menos um dos potenciais veértices corresponde a uma solucao.

Mas isso corresponde a colocar o sistema de restricoes na forma SFO.
Por exemplo, o vértice admissivel

X1 =1 - X3/3 + X5/3
X2 =6 - X3/3 - 2 X5/3
X4 = 4 - 2 X3/3 - X5/3

Corresponde a reescrita na forma SFO do sistema inicial

2 X1 + X2 2 8 2 X1 + X2 - X3 = 8
X1 + X2 £3 ou X1l + X2 + X4 = 3

X1 - X2 2 -5 X1 - X2 - X5 = -5
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Passagem para a Forma Resolvida SFO

Para colocar um sistema de m restricbes de igualdade a m+n variaveis
(possivelmente proveniente de um sistema de m restricbes de
desigualdade < ou =) na forma SFO, basta pois

1. Escolher m variaveis como variaveis basicas
2. Reescrever o sistema nessa base

3. Verificar se os coeficentes livres (valor das variaveis basicas
guando as nao basicas se anulam) sdo nao negativos

O problema desta abordagem é a existéncia de um numero muito
elevado (combinacbes de m+n, n a n, Cm:n) de possibilidades de

escolha da base.
A escolha é trivial no caso em que todas as restricdes sao do tipo
a;; X; +...+ a,, X < b, com b, >= 0

n 1

em que as variaveis nao basicas sao as de deciséo (X; a X,) ja que a
solugédo X; =0 (1 <i<n)éadmissivel (pois 0 <b,).
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Conversdo em SFO - Simplex

No caso mais geral em que as restricoes sao do tipo > ou < coloca-se a
guestao de garantir a passagem eficiente de um conjunto de restricoes
lineares sobre variaveis ndo negativas para uma forma resolvida SFO,
se existir, sem escolha arbitraria dos veértices (variaveis basicas).

Por outro lado, se se pretender a integracao dum resolvedor de
restricoes simbolicos num sistema de programacao em logica (CLP)
esse resolvedor deve ser incremental.

Ha pois que definir um procedimento eficiente e incremental para
efetuar essa transformacao.

Na pratica, ha que definir uma estratégia para escolher eficientemente
as variaveis basicas e as nao basicas.

Uma solucédo possivel, geralmente utilizada, € esencialmente baseada
no algoritmo SIMPLEX.
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Otimizacdo em SFO

Ha pois que definir uma estratégia para determinar quais as variaveis
gue devem entrar na base.

Essa estratégia é facil de entender se se pretender nao apenas verificar
a satisfacao de um conjunto de restricoes, mas ainda a otimizacao de
uma funcao objectivo que, tal como as restricdes, seja linear.

Assim, assumamos que, dado um conjunto de m restricoes de igualdade
nas variaveis X; a X,,,, ja colocado na forma SFO, se pretende
adicionalmente maximizar (0 caso da minimizacdo € semelhante) uma

funcao
max F =c¢; X; + ¢, X, + ... +C . X .
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Otimizacdo em SFO

max F =c¢c; X; + ¢, X, + ... +C, X .

Sem perda de generalidade, consideremos que as primeiras m variaveis
X, a X, sao as variaveis bésicas, isto &, que as restricbes foram
reescritas na forma SFO

X, =d+ c; X

w1 T---+ ¢, X

m+n

X =d+c, X +...+c X

mn m+n

Substituindo na funcdo F as variaveis basicas pelas suas expressdes
nas nao basicas obtemos

k"'k1xm+1"'k2 Xm+2+ +knxm+n

max F
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Otimizacdo em SFO

max F =k + k, X, + k, X , + ... + k, X

Esta expressdo mostra que no vértice definido pelas variaveis basicas
(com as nao-basicas nulas) a funcdo a maximizar tem o valor k.

Mostra ainda que, se todos os coeficientes k; forem negativos, nao se
pode obter maiores valores de F.

No caso de haver coeficientes k; positivos, um aumento da variavel
correspondente aumenta o valor da funcéo F.

Quanto maior o coeficiente, maior o aumento da funcédo objectivo por
aumento unitario da variavel.
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Otimizacdo em SFO

max F =k + k; X\, + k, Xo + ... + k, X i)

Numa perspetiva de otimizacao, dada uma certa base admissivel, para
a qual existam valores k; positivos, o valor da funcao objectivo pode ser
melhorado (ser maior que k) tornando positivas as correspondentes
variaveis nao basicas.

Mas para mantermos o sistema na forma SFO, se se “desanula” uma
variavel ndo-basica, essa situacdo devera ser compensada anulando
uma das variaveis basicas.

Assim, a estratégia de otimizac&o a seguir é a de, partindo de uma base
admissivel, proceder a um conjunto de mudancas de base até se poder
reescrever a funcao objetivo com coeficientes exclusivamente néao

positivos.
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Otimizacdo em SFO

Obviamente, uma mudanca de base, envolve a escolha de
a) uma variavel ndo basica para entrar na base, e
b) uma variavel basica para sair da base,

A escolha da variavel de entrada pode seguir a heuristica delineada
atras:

A variavel de entrada é aquela a que corresponde na funcao objetivo o
coeficiente mais positivo (maximizagao) ou mais negativo (minimizagao).

Uma vez escolhida a variavel de entrada, ela devera aumentar tanto

quanto possivel. No entanto, na forma SFO corrente, um aumento dessa
variavel podera conduzir a diminuicdo das variaveis basicas.
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Otimizacdo em SFO

Com efeito, tome-se a forma SFO abaixo e, sem perda de generalidade,
considere-se X, como variavel de entrada.

max F=k+k X, +k, X+ ... +k, X

suj. X. =d; + ¢;; X i:1..m

i m+1

+...+ ¢, X .
Mantendo as outras variaveis nado basicas nulas, as equacobes
reescrevem-se como

X. =d; + ¢c;; X, i:l..m
Assim, sendo d, 2 0, um aumento de X.,, anula as variaveis basicas

(em que c;;< 0), quando tomar o valor d/|c;|.
Como se pretende anular uma variavel basica, mantendo as outras nao

negativas, a escolha da variavel de saida recai na variavel basica Xi
para a qual seja menor o valor d/|c;|.

30



Otimizacdo em SFO

Resumindo, a maximizacdo da funcao objetivo de um sistema de m
igualdades a m+n variaveis envolve a escrita do sistema e da funcao

objetivo na forma SFO
max F=k+k, X, +k X, ,+ ... +k, X_

suj. X. =di+c; X +...+c, X = i:l..m

1

e a execugdo do seqguinte algoritmo:

<+ Enquanto a fungdo objetivo tiver coeficientes positivos, mudar a
base escolhendo

- como varidvel de entrada a varidvel ndo bdsica X com
coeficiente k; mais positivo na fungdo objetivo

- como variavel de saida a varidvel bdsica i com G < O e menor
valor d/|c;;| na respetiva restrigdo
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Interpretagdo Geométrica

Do ponto de vista geométrico, e como visto atras, cada forma SFO
corresponde a um vertice da regido admissivel.

Assim, ao trocar uma variavel basica por outra ndo basica este
algoritmo vai percorrendo varios vértices da regido admissivel, com
valores crescentes da funcéo objetivo.

Por apenas trocarem uma variavel, dois veértices consecutivos estao
unidos por uma aresta do hiper-poliedro que representa a regiao
admissivel.

Vamos ilustrar este processo com restricbes do tipo >.ax; =< b;, (b, >= 0),
gue garantem que o vértice x1 = x2 = 0 esta na regiao admissivel.

Uma forma SFO inicial pode pois ter x1 e X2 como variaveis nao basicas.
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Exemplo.

Interpretacdo Geométrica

/}

Max X, + 2X,

R1: -X, + 3%, £ 9
R2: X, + X, £ 11
R3: 2X, + X, < 18

X, ,X, 20
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Exemplo.

Interpretacdo Geométrica

Max X, + 2X,

X, + X, + X, = 11
2%, + X, + X, = 18

X, ,X,2 0

Max X, + @

entra X,, sai X,
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Interpretacdo Geométrica
Max X; + 2X,
Exemplo. X, = 9+ X, - 3k, — 9/3
entra X,, sai X,
1 Max 6 + - 2X,/3

X, = 11 - X, - X, — 11/1
X, = 3 + X1/3 - X3/3 — 9

X. = 15 - 7X,/3 + X,/3 — 45/7

8 - 4x1/3 + X3/3 — 6

entra X,;, sai X,
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Exemplo.

Interpretacdo Geométrica

Max

X,

X4

Xs

entra X,, sai X,

6
3
8
15

+

+

5X,/3

X,/3
4%,/3
7X,/3

+

+

2X,/3
X,/ 3
X,/ 3
X,/ 3

‘

Max 16 - X,/4 - 5X,/4

X, = 1 - X,/4 - TX,/4

6timo encontrado
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CLP(Q/R) no SICStus

:— use module (library(clpq)) .

:— use module (library(clpr)).

{+Constraint} (com =, =\=, >, =<, ...)
minimize/maximize (+Expr)

inf/sup/2, 4. infimo e supremo duma expressao

e Ver manual...
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